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1 Einleitung

In der Analytischen Geometrie der Oberstufe wird Geometrie mit
den Mitteln der Linearen Algebra (Vektorrechnung, Lineare Glei-
chungssysteme,...) behandelt. Die geometrischen Objekte werden
mit diesen Mitteln definiert.

Der Sache nach, nicht methodisch, behandelt man in der Unter-
und Mittelstufe Geometrie auf der Grundlage von Axiomensystemen,
die mehr oder weniger angesprochen werden. Die Axiome regeln den
Umgang mit den Grundbegriffen (z.B. Punkte und Geraden).

In diesem Uberblicksvortrag sollen Zusammenhénge zwischen die-
sen beiden Arten Geometrie zu betreiben besprochen werden, und
zwar soll die Frage untersucht werden, wie aus der Sicht der Unterstu-
fengeometrie die Analytische Geometrie fundiert werden kann. Aus
geometrischen Gegebenheiten (die spiter prizisiert werden) sollen
algebraische Strukturen hergeleitet werden, die es gestatten, geome-
trische Probleme mit algebraischen Mitteln zu behandeln (wie es in
der analytischen Geometrie geschieht). Genauer soll auf der Grund-
lage der geometrischen Gegebenheiten ein Vektorraum iiber einem
Schiefkdrper hergeleitet werden, mit dessen Hilfe die urspriinglich
gegebene Ebene wie in der Analytischen Geometrie beschrieben wer-
den kann.

Diese Erdrterungen sind nicht als moglicher Schulstoff gedacht.
Sie sollen Einblick in den mathematischen Hintergrund der Schul-
geometrie geben, um diese fachliche Grundlage besser verstehen zu
kdnnen, so z.B. auch die Vorgehensweise in den meisten &sterreichi-
schen Schulbiichern, in denen Vektoren (wenn sie zur Behandlung
der Geometrie verwendet werden sollen) auf der Grundlage gegebe-
ner Koordinatensyseme eingefithrt werden.

Aus Platzgriinden kann ich leider nicht auf die vielfiltigen Me-
thoden eingehen, die fiir diesen Fragenkreis entwickelt wurden, oder
historische Entwicklungen aufzeigen. Stellvertretend fiir die neuere
Entwicklung (also nach der Zeit der griechischen Mathematik)
erwihne ich nur das Buch von Hilbert {3], in dessen erster Auf-
lage er seine Untersuchungen um 1900 in Buchform zusammenfafite.
Er hatte zur Koordinateneinfiihrung die sogenannte Streckenrech-
nung entwickelt. Darauf will ich hier nicht weiter eingehen, sondern
in etwas modifizierter Weise den Weg verfolgen, den W. Schwan in
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seiner Arbeit [6] 1919 angegeben hat. Darin stellt Schwan die ent-
scheidend neue Idee vor, zur Koordinateneinfilhrung von vornherein
direkt Abbildungsgruppen zu verwenden. Dies wurde wohl jahrzehn-
telang vergessen und erst allgemein durch das Buch [1] von E. Artin
(1957) bekannt (wobei mir unklar ist, ob Artin die Schwansche Ar-
beit kannte oder nicht, da er sie nicht erwihnt). Sachlich sind in der
Arbeit von Schwan im Prinzip (dort z.T. projektiv betrachtet) alle
wesentlichen Ideen und Ergebnisse enthalten, die zu diesem Komplex
im Artinschen Buch (in affiner Form und etwas modifiziert) stehen.

Nun sollen in kurz zusammengefaiter Form die wichtigsten Grund-
ideen, die Vorgehensweise und wesentliche Ergebnisse geschildert
werden, damit die spiteren Einzelausfihrungen besser eingeordnet
werden kdnnen. In der Darstellung folgen wir ungefihr dem Ar-
tinschen Vorgehen, wobei wir aber die betrachteten Abbildungen
(Parallelverschiebungen und Streckungen) abweichend vom {iblichen
Vorgehen in der Literatur hier konstruktiv einfiilhren und ihre Ei-
genschaften auf dieser Basis herleiten.

Wie weiter unten angedeutet wird, brauchen wir zur Herleitung
algebraischer Strukturen aus den geometrischen Gegebenheiten nicht
alle Eigenschaften der euklidischen Ebene (die im Unterricht der Un-
terstufe behandelt wird). Es geniigt, nur einen Teil der geometrischen
Struktur der euklidischen Ebene als Grundlage fiir unsere Betrach-
tungen zu verwenden. Man bendtigt keine metrischen Eigenschaften
oder solche, die die Orthogonalitit betreffen. Neben der grundlegen-
den Beziehung zwischen Punkten und Geraden (eindeutige Existenz
der Verbindungsgerade zweier Punkte) und den Eigenschaften der
Parallelitdt wird nur noch die Giltigkeit des (affinen) Satzes von
Desargues herangezogen. Ebenen mit einer solchen geometrischen
Struktur ((affine) Desargues-Ebenen oder kurz (D)-Ebenen) werden
in Kapitel 2 als Grundlage fiir alle weiteren Untersuchungen ein-
gefiihrt. Die euklidische Ebene ist ein Beispiel fiir solche Ebenen (da
der Satz von Desargues dort gilt), so da man sich diese immer als
Modell vorstellen kann. Es sei kurz angemerkt, da wir kein Koordi-
natensystem als gegeben voraussetzen. Koordinatensysteme werden
sich dann spéter automatisch aus den hergeleiteten algebraischen
Strukturen ergeben.

In Desarguesschen Ebenen definieren wir in Kapitel 3 zuerst kon-
struktiv Parallelverschiebungen und zeigen dann, daf diese (mit der
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Hintereinanderausfithrung als Komposition) eine abelsche Gruppe T
bilden. Die so definierten Parallelverschiebungen bilden jede Gerade
auf eine dazu parallele Gerade ab und haben, wenn sie nicht die iden-
tische Abbildung sind, keinen Fixpunkt. Sie sind also Translationen
(die meist in der Literatur iber Grundlagen der Geometrie abstrakt
durch diese Eigenschaften definiert werden). Da in Desarguesschen
Ebenen die Menge der konstruktiv definierten Parallelverschiebun-
gen mit der Menge der Translationen iibereinstimmt, wird in Zukunft
meist von Translationen gesprochen.

In analoger Weise werden in Kapitel 4 Streckungen konstruktiv
definiert, und es wird gezeigt, daB die Menge Sz der Streckungen
mit Zentrum Z eine (nicht notwendig abelsche) Gruppe bildet. Fir
alle Punkte P und Q sind die Gruppen Sp und Sq isomorph.

Ist o eine Streckung, 7 eine Translation, so ist die mit o gebildete
Konjugation ¢,(7) := oro™! wieder eine Translation, die dieselbe
Menge von Spuren (die mit den Fixgeraden iibereinstimmen (vgl.
Kapitel 4)) besitzt wie 7. Solche Endomorphismen heiflen spurtreu.
Daher operieren die Streckungen durch Konjugation als spurtreue
Endomorphismen ¢, auf der abelschen Gruppe T der Translationen.
Anschaulich kann man sagen, da8 ¢,(r) = o70~! die aus r durch die
Wirkung von o (als Konjugation) entstehende ,gestreckte* Trans-
lation ist. Die spurtreuen Endomorphismen bilden einen Unterring
des Endomorphismenringes von T (vgl. Kapitel 5). Nun kann man
zeigen, daBl es zu jedem spurtreuen Endomorphismus ¢ von T, der
ungleich dem Nullendomorphismus ist, eine Streckung o (bei vor-
gegebenen Z sogar eine eindeutig bestimmte Streckung o aus Sz)
gibt, so da ¢ mit der Konjugation mit o dibereinstimmt: ¢ = ¢,. Da
die Konjugation ¢,-1 mit o~! das Inverse von i, ist, sind alle spur-
treuen Endomorphismen ¢ von T, die ungleich dem Nullendomor-
phismus sind, invertierbar (also Automorphismen von T). Der Ring
der spurtreuen Endomorphismen K von T ist also ein Schiefkdrper,
der mengenmiBig ibereinstimmt mit der Vereinigung der Menge
¢(8z) der Konjugationen mit Elementen aus Sz (fiir jeden Punkt Z)
mit dem Nullendomorphismus. Dieser Schiefkérper K operiert (als
Unterkdrper des Endomorphismenringes) auf der abelschen Gruppe
T s0, daB T iiber K ein Vektorraum (der Dimension 2) ist.

Die Vektoren sind nach dieser Herleitung die Translationen der
(Desarguesschen) Ebene, von der wir ausgingen. Die Elemente des
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Schiefkérpers sind (abgesehen vom Nullendomorphismus) die Kon-
jugationen mit Streckungen (auf T). Geht man z.B. von einer eukli-
dischen Ebene aus, 8o wird der so hergeleitete Kdrper der spurtreuen
Endomorphismen isomorph zum Kérper JR der reellen Zahlen.

Nach dem geschildertem Vorgehen operiert die dem Vektorraum
zugrundeliegende abelsche Gruppe T (der Translationen) in natiirli-
cher Weise (als Gruppe von Abbildungen) auf den Punkten der
Ebene A, von der wir ausgingen: Ein Punkt P wird durch r € T
auf 7(P) abgebildet. Aus den Eigenschaften von T folgt weiter, da8
die Menge P(A) der Punkte von A, zusammen mit der eben an-
gegebenen Operation des Vektorraums T (iiber K) auf P(A) eine
affine Ebene im Sinne der Analytischen Geometrie wird, wobei die
Geraden der so gewonnenen ,algebraischen“ affinen Ebene genau
der urspriinglichen Ebene entsprechen. Daher kann man nun (wie
eingangs erwihnt) geometrische Probleme in der Ebene A mit den
Mitteln der Analytischen Geometrie bearbeiten. Fiihrt man jetzt
z.B. in iiblicher Weise ein Koordinatensystem mit dem Ursprung 0
ein, so sind die von Null verschiedenen Koordinaten aus dem obi-
gen Schiefkérper K als:Elemente :, (Konjugation mit o aus S;)
anzusehen.

Zur Hinfihrung auf die konstruktive Einfithrung der Parallelver-
schiebungen und der geometrischen Grundlagen hierfir (die fir eukli-
dische Ebenen in (2] so geschieht wie hier fiir Desarguessche Ebenen)
erinnern wir an folgende Tatsachen: In der euklidischen Ebene kann
man Parallelverschiebungen als Abbildungen einfiihren, die Punkte
in derselben Richtung um denselben Betrag , verschieben“. Fiir zwei
Punktepaare (A,, B;) und (A3, B;) als Paare von Urbild bzw. Bild-
punkt bei Abbildungen kann man auch ohne (Vollkreis-) Winkelmes-
ser und MaBstab feststellen, ob sie zu ein- und derselben Parallelver-
schiebung gehdren: Wegen der Verschiebung in derselben Richtung
miissen die Verbindungsgeraden g(A;, B;) und g(A;, B;) notwendig
parallel sein. Weiter muB8 die Verbindungsgerade g(B,, B;) der Bild-
punkte parallel zur Verbindungsgerade g(A,, A;) der Urbildpunkte
sein, da A, in B, in derselben Richtung um denselben Betrag wie A
in B, verschoben werden soll (vgl. Figur 1).
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A,

Figur 1

Gilt umgekehrt:
g(A,, By) parallel zu g(A3, By) und g(41, A2) parallel zu g(B,, By), 80
sind die Paare (A,;,B;) und (A3, B;) Paare von (Urbild, Bildpunkt)
einer Parallelverschiebung.

Diese Voriiberlegung wird noch deutlicher, wenn ein weiteres Paar
(A3, Bs) herangezogen wird mit den Eigenschaften:

(1) Der Abstand von A3 und B; stimmt mit dem Abstand von A,
und B, iiberein.

(2) Der orientierte Winkel der Halbgeraden von A, aus, auf der B,
liegt, ist entgegengesetzt zu dem der Halbgeraden von Aj aus,
auf der B; liegt (so daB also die Verbindungsgeraden g(4,, B))
und g(Aj, B3) parallel sind).
Dann sind die Verbindungsgeraden g(A,, As) und g(B,B;) nicht
parallel.

Aus diesen Betrachtungen folgt daher: Zur Behandlung von Par-
allelverschiebungen ist es auch in der euklidischen Ebene nicht un-
bedingt erforderlich, Begriffe wie orientierter Winkel oder Abstand
zu verwenden. Es geniigt, da man gut mit Parallelogrammeigen-
schaften umgehen kann und gute Moglichkeiten hat, Beziehungen
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zwischen Punktepaaren untersuchen zu kdnnen. Die geeigneten geo-
metrischen Voraussetzungen dazu, d.h. die Forderungen an die Ebe-
nen, in denen wir dann Parallelverschiebungen (und spéter Streckun-

gen) konstruktiv einfiihren wollen, stellen wir im folgenden Kapitel
zusammen.
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2 Affine Inzidenzebenen

In diesem Kapitel beschreiben wir, welche ebenen geometrischen
Strukturen im folgenden als Grundlage aller Untersuchungen be-
trachtet werden sollen. Zu diesen kommt man, wenn man zuerst
nur solche Teile der euklidischen Geometrie betrachtet, die Folge-
rungen aus den grundlegenden Beziehungen zwischen Punkten und
Geraden (wie ,ein Punkt liegt auf einer Geraden“) oder zwischen
zwei Geraden (wie ,eine Gerade schneidet eine andere“) oder aus
der Parallelitit zwischen Geraden beinhalten. Dazu stellt man dann
noch Zusatzforderungen (z.B. die Giiltigkeit des Satzes von Desar-
gues). Sonst erhielte man eine so allgemeine Theorie, in der keine
wirklich interessanten Resultate giilten. Auflerdem sollen hier nur
solche geometrischen Strukturen betrachtet werden, die als mathe-
matischer Hintergrund fir die Schulgeometrie relevant sind, in der
man ja zuerst den Anschauungsraum modellieren will.

Fir Resultate aus den Grundlagen der Geometrie, die im Ver-
lauf der Erdrterungen benutzt werden, verweisen wir auf die ent-
sprechende Literatur (z.B. Lingenberg [4]).

Zu Beginn definieren wir affine Inzidenzebenen.

2.1 Definition. P und g seien nicht leere, disjunkte Mengen. Die
Elemente von P heiflen Punkte, die von ¢ Geraden. I C P x G sei
eine Relation zwischen P und ¢, die Inzidenzrelation genannt wird.
Wir schreiben P I g fiir (P,g) € I und sprechen dafiir: P inzidiert
mit g oder P liegt auf g oder g geht durch P.

Zwei Geraden g und A heilen parallel (in Zeichen g || h), wenn
entweder g mit A iibereinstimmt oder wenn es keinen Punkt gibt, der
mit beiden inzidiert. Fiir g nicht parallel zu A wird g | A geschrieben.
Punkte P, Q, R heiflen kollinear, wenn es eine Gerade g gibt, so dafl
P, Q und R mit g inzidieren: P,Q,R1g.

Ein Tripel A = (P,G,]) heifit eine affine Inzidenzebene, wenn
folgende Axiome (A1), (A2) und (A3) gelten.

(A1) Fir alle Punkte P und Q mit P # Q gibt es genau eine Gerade
g, auf der P und Q liegen.

(A2) Fir alle Geraden g und alle Punkte P gibt es genau eine Gerade
h, so dafl P mit A inzidiert und k parallel zu g ist.
Parallelenaziom
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(A3) Es gibt drei nicht kollineare Punkte.

Die Gerade g nach (Al) heifit Verbindungsgerade von P und Q
und wird in Zukunft mit g(P, Q) bezeichnet. Wird spiter eine Gerade
g(A, B) benannt, so wird immer vorausgesetzt, da A # B ist und
die Verbindungsgerade gemi8 (A1) fiir die Punkte A,B (4 # B)
gemeint ist.

- Das Axiom (A3) sichert, daf man Geometrie betreibt, deren
Punkte nicht alle auf einer Geraden liegen.

Das Parallelenaxiom (A2) wird im Unterricht der Unter- und Mit-
telstufe fortlaufend benutzt. Fithrt man z.B. propideutisch Koordi-
natensysteme ein, so wird es zur Festlegung der Koordinaten eines
Punktes verwendet.

Beispiele fiir affine Inzidenzebenen sind die euklidischen Ebene und
affine Ebenen im Sinne der Analytischen Geometrie (beziiglich zwei-
dimensionalen Vektorrdumen iber beliebigen Kdrpern).

2.2 Aus der Theorie der affinen Inzidenzebenen werden in Zukunft
u.a. folgende Definitionen und Sitze verwendet:
(i) Sind Geraden g und h nicht parallel, so gibt es einen eindeutig

bestimmten Punkt S, der mit beiden inzidiert. S heifit Schnitt-
punkt von g und A.

(ii) Die Parallelitit ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenz-
klasse von g, Il, := {h € G | h || g}, heifit Parallelenbiischel
(bestimmt durch g).

(iii) Definition. A = (P,G,]) und A’ = (P',¢,I') seien affine
Inzidenzebenen. Eine bijektive Abbildung s : PUG = P' UG’
heifit Kollineation, wenn gilt:

(1) s(P) C P';

(2) s(9) C G’

(3) Fiir alle Punkte P aus P und alle Geraden g aus G gilt:
Plg—s x(P)I k(g).

(iv) Die Menge Koll(A) der Kollineationen einer affinen Inzidenze-
bene A in sich ist mit der Hintereinanderausfithrung als Kom-
position eine Gruppe.
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(v) A= (P,G,]) und A’ = (P',¢",I') seien affine Inzidenzebenen,
¥ : P — P’ eine bijektive Abbildung. Dann ist ¥ genau dann
die Punktabbildung einer Kollineation, wenn ¢ die Eigenschaft
(k) besitzt:

(k) Sind X;,X,, X3 € P kollinear, so sind ¥.X;, %X, ¥X;
kollinear.

(vi) Kollineationen x respektieren die Parallelitdt von Geraden:
Aus g || h folgt xg || xh.

Wie einleitend schon bemerkt, werden wir zu den Axiomen (Al)
bis (A3) noch ein weiteres Axiom hinzunehmen. Zur Vorbereitung
erinnern wir an den Satz von Desargues (in affiner Form).

2.3 (i) GroSier (affiner) Satz (D) von Desargues
Gegeben seien zwei nicht-ausgeartete Dreiecke 123 und 1'2'3’, so da8
die entsprechenden Ecken jeweils auf einer von drei verschiedenen
Geraden durch einen Punkt Z liegen. Keiner der Dreieckspunkte sei
Z. Zwei Paare entsprechender Seiten seien parallel. Dann ist auch
das dritte Paar der Seiten parallel.

Anders geschrieben (vgl. Figur 2):
Voraussetzungen

(1) ZzIgG,é") i=1,23,¢=1,2,3.
(2) Z #4,i' i=123,i=1,2,3.
(3) (a) 9(1,2) || 9(V',2)
(b) 9(1,3) || o(1',3).
Dann gilt g(2,3) || 9(2',3')

Figur 2
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Bemerkungen

(1)

(2)

Der intuitive Hintergrund des Desarguesschen Satzes ist fol-
gender: Man denke sich die Konfiguration, die durch die Vor-
aussetzungen von (D) gegeben ist, als Bild einer dreiseitigen
Pyramide, die von zwei parallelen Ebenen geschnitten wird.
Dann muB auch das dritte Paar von Schnittgeraden parallel
sein. Diese anschauliche Betrachtung hat folgenden mathema-
tischen Hintergrund: Die Giiltigkeit des Satzes (D) von Desar-
gues ist notwendig und hinreichend dafiir, dal eine affine In-
zidenzebene in einen affinen Inzidenzraum eingebettet werden
kann (also als Ebene in einem solchen Raum aufgefaBt werden
kann). Da in der Schulgeometrie zuerst die Modellierung des
Anschauungsraumes im Vordergrund steht, ist es daher ganz
natirlich, als Zusatzforderung zu den Axiomen (A1) bis (A3)
noch die Gilltigkeit von (D) zu verlangen, wenn man geometri-
sche Strukturen betrachten will, die fiir die Geometrie in der
Schule relevant sind.

In der euklidischen Geometrie kann man (D) z.B. mit Hilfe des
Strahlensatzes und seiner Umkehrung beweisen.

2.3 (ii) Kleiner Sats (d) von Desargues
Die Voraussetzungen sind analog zu denen von (D) mit dem einzi-
gen Unterschied, daBl jetzt die ,Trigergeraden g(i,i') (i = 1,2,3)
parallel sind, d.h. es sei:

9(1,1) || 9(2,2) || (3, 3') und

9(1,2) || o(1', 2') sowie g(1,3) || g(1', 3).
Dann gilt

9(2,3) | 92, 3).

1 1’

N
N\

Figur 3
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Ohne Beweis erwihnen wir

2.4 Satsz. Aus (D) folgt (d).

2.5 Definition. Eine affine Inzidenzebene A = (P, G,I) heifit eine
Desarguessche oder eine (D)- [bzw. (d)-] Ebene, wenn (D) [bzw. (d))
in A gilt.

In Zukunft werden wir immer (D)-Ebenen betrachten, wenn nicht
ausdriicklich etwas anderes gesagt wird.
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3 Paraﬂelverschiebungen (in (d)-Ebenen)

Wie am Ende des vorigen Kapitels gesagt, wird in Zukunft immer
vorausgesetzt, da eine (D)-Ebene vorliegt, so da8 nach 2.4 auch (d)
gilt.

In diesem dritten Kapitel fiihren wir Parallelverschiebungen kon-
struktiv ein und untersuchen auf dieser Basis jhre Eigenschaften. Im
Rahmen eines Uberblickartikels kénnen, wenn iberhaupt, nur An-
deutungen zu den Beweisen gemacht werden (bei denen u.a. syste-
matisch (d) und damit zusammenh&ngende Sktze anzuwenden sind).
Wie in der Uberschrift angedeutet, braucht man zur hiesigen Defi-
nition und dem Nachweis der Eigenschaften nur die Giiltigkeit von
(d) vorauszusetzen. Eine Zusammenfassung der fiir unsere Zwecke
wichtigsten Resultate dieses Kapitels findet man in 3.10.

Die Definition der Parallelverschiebungen geschieht, wie in der
Einleitung angedeutet, aufgrund von Parallelogrammeigenschaften.
In [2] findet man eine solche Einfiihrung fiir euklidische Ebenen (mit
anderen Beweisen). Ostermann und Schmidt haben in [5] in analoger
Weise Vektoren eingefiihrt, indem sie axiomatisch Parallelogramm-
eigenschaften an den Anfang stellen. Diese axiomatisch geforderten
Parallelogrammeigenschaften ergeben sich bei unserem Vorgehen als
Satze in (D)- (bzw. in (d)-) Ebenen.

3.1 Definition. A = (P,§,]) sei eine (d)-Ebene, P,Q,R, S € P.

(a) Das geordnete Quadrupel (P,Q,R, S) heiit ein eigentliches
Parallelogramm, falls P # Q; P,Q,R, S nicht kollinear sind

und
9(P,Q) | 9(R,S) sowie g(P,R)| g(Q,S) gelten (Figur 4).
& / /s
7 4 70
P Figur 4 Q
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(P,Q, R, S) heiflt ein uneigentliches Parallelogramm, wenn entwe-
der 3.1 b) oder 3.1 c) gilt:

3.1b) P # Q; P,Q,R, S kollinear, und es gibt ein Paar (U, V) von
Punkten, so da8 gilt:

(P,Q,U,V) und (R, S,U, V) sind eigentliche Parallelogramme.

U Vv

Figur 5
31c) P=Qund R=S.

Bemerkungen
(1) Nach 3.1 c) ist also (P, P, R, R) ein Parallelogramm

(2) Die Definition eines uneigentlichen Parallelogramms in 3.1 b)
ist abhéingig von dem Paar (U, V) der Hilfspunkte. Der Hilfs-
satz 3.2 zeigt jedoch die Unabhéngigkeit hiervon.

3.2 Hilfssatz Die Definition 3.1b) eines uneigentlichen Parallelo-
gramms ist unabhingig von dem Paar der ,Hilfspunkte* (U,V) in
folgendem Sinn:

(P,Q,U,V) und (R, S,U, V) seien eigentliche Parallelogramme;
(P,Q,U",V') sei ein eigentliches Parallelogramm. Dann ist auch
(R, S,U', V') ein eigentliches Parallelogramm.

D.h., zur Priifung, ob ein uneigentliches Parallelogramm im Sinne
von 3.1b) vorliegt, verwende man ein beliebiges Paar (U,V) von
Punkten, so da8 (P,Q,U, V) ein eigentliches Parallelogramm ist. Ist
dann (R, S,U, V) ein eigentliches Parallelogramm, so ist (P,Q, R, S)
ein uneigentliches Parallelogramm, sonst nicht.
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3.3 Hilfssatz. (P,Q, R, S) sei ein Parallelogramm. Dann sind auch

(a) (R,S,P,Q); (b) (@ PS,R); (c)(P,R,Q,S)
Parallelogramme.

3.4 Deflnition. A,B,C,D seien Punkte. Die geordneten Paare
(A, B) und (C, D) von Punkten heiien parallelgleich, wenn
(A,B,C, D) ein Parallelogramm ist.

Fir nicht-kollineare parallelgleiche Paare (A, B) und (C, D) liegt
also folgende Konfiguration vor (Figur 6):

c, /D

A’ ’B
Figur 6
Es gilt
3.5 Satz. Die Parallelgleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf P xP.

Die Grundlage fiir die Definition von Parallelverschiebungen ist
folgender Satz.

3.8 Satz. (P, Q) sei ein Punktepaar. Fiir jeden Punkt X gibt es einen
eindeutig bestimmten Punkt Y, so da8 (P,Q) und (X,Y) parallel-
gleich sind (d.h. (P,Q, X,Y) ein Parallelogramm ist).

Beweis: 1. Fiir P # Q und P,Q, X nicht kollinear (Figur 7).

1 sei die Parallele zu g(P, Q) durch X; g, sei die Parallele zu g(P, X)
durch Q; Y der Schnittpunkt von g; und g; (dessen Existenz man
nachweisen mu8).

Dann ist (P, Q, X, Y') ein eigentliches Parallelogramm, also ist (P, Q)
parallelgleich zu (X,Y). Weiter gilt:
Y ist der eindeutig bestimmte Punkt mit dieser Eigenschaft.
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Y ist also der eindeutig bestimmte Punkt, der das Tripel (P, Q, X)
zu einem (eigentlichen) Parallelogramm (P, Q, X,Y) ergénazt.

X S Y

y i

P’ /Q

Figur 7

2. Fir P # Q und P,Q, X kollinear wihle man (U,V) so, dafl
(P,Q,U,V) ein eigentliches Parallelogramm ist. Dann konstruiert
man Y wie oben so, da8 (U, V, X, Y) ein eigentliches Parallelogramm
wird. Man zeigt dann, da Y der (eindeutig bestimmte) Punkt mit
der gewiinschten Eigenschaft ist.

Auch hier ist also Y der eindeutig bestimmte Punkt, der das (kol-
lineare) Tripel (P,Q, X) zu einem (uneigentlichen) Parallelogramm
erganzt. O

Satz 3.6 besagt im Zusammenwirken mit 3.5:
Zu jedem Punkt X gibt es genau einen Punkt Y, so0 daB (X,Y) in
der Aquivalenzklasse von (P, Q) beziiglich der Parallelgleichheit ist.
Ordnen wir einem Punkt X diesen Punkt zu, so wird eine Abbildung
festgelegt, was wir noch explizit formulieren.

8.7 Definition. Fiir jedes Punktepaar (P, Q) sei Tpg : P — P die
folgende Abbildung:

Fir alle Punkte X sei 7pq X =: Y der nach Satz 3.6 eindeutig be-
stimmte Punkt, so da8 (P, Q) und (X,Y) parallelgleich sind.

7pq heiBt Parallelverschiebung (bestimmt durch (P,Q)). Die Menge
aller so definierten Parsllelverschiebungen wird mit T bezeichnet.

3.8 Die Konstruktionsvorschrift fir den Bildpunkt 7pq X von X
folgt aus dem Beweis von 3.6: Man ergénze (P,Q, X) durch 7p X
zu einem Parallelogramm (P, Q, X, Tpq X).
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Die Bezeichnung 7pg mit dem Index PQ (als geordnetes Paar zu le-
sen!) deutet darauf hin, da8 zur Konstruktion des Bildpunktes immer
vom Paar (P, Q) ausgegangen wird. Aus der Konstruktionsvorschrift
folgt sofort, daB der Bildpunkt Tpg X von X stets auf der Parallelen
zu g(P, Q) durch X liegt.

3.9 Im folgenden stellen wir wichtige Eigenschaften der Parallelver-
schiebungen zusammen.

(0) Vorbemerkung: Da die Parallelgleichheit nach 3.5 eine Aqui-
valenzrelation auf P x P ist, ist P x P die elementfremde Ver-
einigung der Aquivalenzklassen. Diese sind nach 3.6 der Graph
einer Funktion, die in 3.7 explizit definiert und Parallelver-
schiebung genannt wurde. Also ist P x P die elementfremde
Vereinigung der Funktionsgraphen von Parallelverschiebungen.
Daraus ergeben sich direkt verschiedene der im folgenden an-
gegebenen Eigenschaften von Parallelverschiebungen.

(1) Der Graph von Tpq ist die Aquivalenzklasse von (P, Q) beziig-
lich der Parallelgleichheit.

(2) Tpq ist durch die Wirkung auf einen Punkt bestimmt. Denn

ein Paar (A, B) aus der Aquivalenzklasse von (P, Q) legt diese
fest.

(3) Es ist 7pq = Tps genau dann, wenn (P,Q) und (R, S) paral-
lelgleich sind. D.h., fiir alle Punktepaare (R, S) aus der Aqui-
valenzklasse von (P, Q) ist durch 7ps dieselbe Abbildung wie
Tpq definiert (und nur durch diese). Das ist eine Folge von (0).

(4) Tpq ist bijektiv mit 755 = 7gp. Das folgt aus der Konstrukti-
onsvorschrift, wenn man 7qp Tpq baw. 7pg Tgp betrachtet.

(5) Tpe(P) = Q.
(6) Tpp = id (identische Abbildung auf P).
(7) T € T, T #id. Dann hat 7 keinen Fixpunkt.

(8) Eine Parallelverschiebung 7 erhdlt die Kollinearitdt:
Sind X,, X3, X3 kollinear, so auch 7 X;,7 X,, T Xj.

Beweisskizze: Die X; seien paarweise verschieden (da sonst
nichts zu beweisen ist). Zum Nachweis von (8) wihle man fiir
7 eine Darstellung 7 = 7pg mit P auf der Geraden
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9 = g9(X1, X3) (vgl. (0)). Nach der Konstruktionsvorschrift 3.8
liegen die 7 X; alle auf der Parallelen zu g = g(P, X;) durch Q,
also auf g(7 X, T X3).

Figur 8
O
Bisher sind Parallelverschiebungen als Punktabbildungen defi-
niert. Unter Verwendung von 2.2(v) erhélt man aus (8):

(9) Eine Translation T induziert eine Kollineation mit der Eigen-
schaft 7(g(A, B)) = g(T A, 7 B).

In Zukunft wird eine Parallelverschiebung * immer als Kollineation
angesehen und wieder mit 7 bezeichnet. Wir halten noch einmal
explizit fest:

(10) Bei einer Parallelverschiebung 7 wird jede Gerade g auf eine
dazu parallele Gerade abgebildet: 7 g|| g.

Deflnition. Eine Gerade g heifit Spur einer Parallelverschiebung,
wenn ein Punkt P auf g existiert, so dal » P wieder auf g liegt. Aus
der Konstruktionsvorschrift 3.8 erh&lt man:

(11) Ist 7 = Tpg # id eine Parallelverschiebung, so ist die Gesamt-
heit der Spuren das Parallelenbiischel [1,pq).

Auflerdem gilt: Eine Gerade g ist Fixgerade von 7 genau dann,
wenn g eine Spur ist.
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Definition. Die Menge [14pq) der Spuren von 7 = 7pg # id heifit
die Richtung von 7. Fiir 7 = id werden alle Parallelenbischel als
Richtungen angesehen.

Deflnition. g sei eine Gerade.
T, := {r € T | I, ist Richtung fiir 7}.

Man beachte, da in der Teilmenge T, von T neben id alle Par-
allelverschiebungen 7 (und nur diese) auftreten, die eine Darstel-
lung 7 = 7yy besitzen, so daB g(U,V) parallel zu g(P,Q) ist. T,
ist die Menge der Parallelverschiebungen, die jede Gerade des Paral-
lelbiischels [1; in sich abbildet. Ist h}{ g, so wird nach 2.2(vi) zwar das
Parallelenbiischel [1, bei 7 in sich abgebildet, aber nicht die einzelnen
Geraden in sich (II) wird nicht geradenweise in sich abgebildet).

Als nichste Eigenschaft erértern wir den fiir unser Vorhaben ganz
entscheidenden Satz.

(12) Satz. Die Menge der Parallelverschiebungen ist mit der Hin-
tereinanderausfithrung als Verkniipfung eine abelsche Gruppe.

Fiir die Verkniipfung gilt die sogenannte ,,Parallelogrammkon-
struktion“ 750 T4p = T4c.

Zum Beweis einige Andeutungen fiir folgenden Fall:

T # id # 7, seien Parallelverschiebungen mit verschiedenen Rich-
tungen. Nach (3) und (1) (bzw. (0)) ist es mdglich, fiir 7, eine Dar-
stellung 7, = 74p mit beliebigem ,ersten* Punkt A zu wihlen. 7
kann analog als 75 = Tgc mit ,erstem“ Punkt B dargestellt werden.
A, B,C sind in unserem Fall nicht kollinear. X sei ein Punkt, der
weder auf g(A4, B) noch auf g(B,C) liege (vgl. Figur 9). Nach 3.8
gilt fir n X = 745 X:

g(A’B) " Q(X, Ty X) und Q(Aa X) ” g(B’ T X)
Entsprechend gilt fiir 7(1; X) = 730 745 X:
9(B,C) || g(n X, 727 X) und g(B, 7 X) || 9(C, 7211 X).

Daher sind fiir die Dreiecke ABC und X(7, X)(r, 7, X) die Voraus-
setzungen von (d) erfiillt, so da8 auch g(4, C) und ¢g(X, 7, 7, X) par-
allel sind. Das bedeutet:

T2T|X=T30TABX=T40X.
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Andere Lagen von X hat man entsprechend zu behandeln, Fiir
Parallelverschiebungen mit gleicher Richtung vergleiche man auch
die Bemerkungen zu (13).

tz (zq x )

A

Figur 9

Dafl die Verkniipfung kommutativ ist, iiberlegt man sich (im obi-
gen Fall) anhand der folgenden Figur 10:
Man erginze das Dreieck ABC durch D := 15¢ A zu einem Paralle-
logramm und zeige:
T4aB(D) = T4 Tec(A) = C. Da auch 150 745(A) = C ist, folgt die
Behauptung nach (2).

D := 15c(A) ,C

LL

7 7 7
A

Figur 10
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(13) T, ist eine Untergruppe von T.
Wenn némlich 1} # id # 7, dieselbe Richtung besitzen, so lie-
gen A, B, C fir die Darstellungen 7, = 745 und 7, = 75¢ auf
einer Geraden, so da I;(4c) mit Iy48) = [l,(s,c) Oberein-
stimmt. Auerdem hat v 5 = 75, dieselbe Richtung wie 745.

(14) Sind g und A nicht-parallele Geraden, so ist T die direkte
Summe (das direkte Produkt) von T, und T}:

T = T,T).

Es sei nimlich Z der Schnittpunkt von g und A (vgl. Figur 11).
Wie schon fiir (12) entsprechend benutzt, kann jede Parallelverschie-
bung so dargestellt werden, da8 Z der ,erste* Punkt ist. Ist also
T = 7zp, und ist P, der Schnittpunkt der Parallelen zu & durch P
und g sowie P; der Schnittpunkt der Parallelen zu g durch P und A,
80 i8t Tzp = Tp,p Tzp, = Tzp, Tzp,, al80 wegen der Kommutativitit):

Tzp =Tzp Tzp, mit 7zp € T, und 7zp € T,.

Die Eindeutigkeit folgt daraus, da8 T, N T, = {id} ist.

h
g # Ly
/ 17 /
77 7 P,

Figur 11

Durch (12), (13), (14) kennt man die Struktur der Gruppe T der
Parallelverschiebungen gut. Im néchsten Punkt zeigen wir die engen
Beziehungen zwischen der geometrischen Struktur der Ebene, von
der wir ausgehen, und der algebraischen Struktur von T.

Aus der Vorbemerkung (0) ergibt sich:

(15) (a) Fiir jeden Punkt P, gilt:
ép, :P—-T
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sei die durch P ~+ 7p,p definierte Abbildung. Dann ist
®p, bijektiv mit der Umkehrabbildung 7 — 7(B).

Die Menge {7p,p}pep der Darstellungen mit festem ,ersten“
Punkt P, stimmt also mit der Menge T der Parallelverschie-
bungen dberein, und zwar so, dal jedes 7 € T genau einmal
auftritt.

Wie in der Einleitung gesagt, werden die Elemente aus T die
Elemente der abelschen Gruppe, die dem Vektorraum zugrunde
liegt, welchen wir der Ausgangsebene zuordnen werden. Die
Darstellungen der Form 7p,p mit festem ersten Punkt P, sind
die Ortsvektoren (von P, aus), die in der analytischen Geome-
trie verwendet werden.

Die Aussage {iber die Umkehrabbildung kann man kurz als
P = T(P) := {r(P) | 7 € T} schreiben, wenn man zusitzlich
vermerkt, da dabei jeder Punkt genau einmal auftritt. Man
kann also bei festgehaltenem Punkt P, alle Punkte eindeutig
als 7(Py) durch die entsprechende Parallelverschiebung 7 cha-
rakterisieren.

Bezeichnet man mit P, := {P € P | Pl g} die Menge der
Punkte auf g, so gilt

(b) Ist Py ein Punkt von g, so ist die auf P, eingeschrinkte
Abbildung ®p,|p, : P, — T, bijektiv mit der Umkehrab-
bildung Tp‘p(Po) = P.

Es gilt also P, = T,(F;) mit obigen Zusatz (vgl. bei a)).
Die Injektivitit besagt: Aus 7p,p = 7p,g folgt P = R.

Figur 12

(c) Die Aussage in (15) a) kann man auch so formulieren:
Die Gruppe T der Parallelverschiebungen operiert durch
(r,P) — 7(P) scharf einfach transitiv auf der Punkt-
menge P.

46




Dabei definiert man, daB eine Gruppe G auf einer Menge M
vermdge ¢ : G X M — M ((g,m) — ¢(g,m) =: gm) operiert,
wenn 1) und 2) gelten:.

1) em = m (fiir alle m € M, e Einselement von G),

2) fiir alle a,b € G und alle m € M: (ab)m = a(bm).

G operiert scharf einfach transitiv auf M, wenn fiir alle Paare
(m,n) € M x M genau ein g € G existiert, so daB gm = n ist.
Die Menge G(m) := {gm | g € G} heiBt Bahn von m unter G.

Ein Teil von (15) b) ist in dieser Sprechweise die Aussage:
P, ist die Bahn von Py [ g unter T,.

Um fiir den Leser den Anschluf an die Behandlung in der Lite-
ratur iiber Grundlagen der Geometrie zu erleichtern, gehen wir kurz
auf Dilatationen ein.

(16) (a) In einer affinen Inzidenzebene A definiert man:

(i) Eine Kollineation § heift Dilatation, wenn fiir alle
Geraden g gilt: §g ist parallel zu g.
Mit Dil(A) sei die Menge aller Dilatationen be-
zeichnet.

(ii) Eine Dilatation § heifit eine Translation, wenn §
entweder die identische Abbildung ist oder keinen
Fixpunkt besitzt.

(b) Es gilt dann:
(i) Dil(A) ist eine Untergruppe von Koll(A).
(i) T ist eine Untergruppe von Dil(A).
(iii) Es gibt genau zwei Typen von Dilatationen, die von
der identischen Abbildung verschieden sind:

1) Translationen (also Dilatationen ohne Fixpunkt),
2) Dilatationen mit genau einem Fixpunkt.

(17) In (d)-Ebenen gilt nun:
Translationen sind Parallelverschiebungen und (vgl. (10) und
(7)) Parallelverschiebungen sind Translationen. Die Gruppe T
der Parallelverschiebungen ist also auch die Gruppe der Trans-
lationen, die daher nach (15) c) auf der Punktmenge scharf
einfach transitiv operiert.
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Wir merken noch an, da8 auch die Umkehrung gilt:

Operiert die Translationsgruppe auf der Punktmenge einer af-
finen Inzidenzebene A scharf einfach transitiv, so ist A eine
(d)-Ebene.

Aufgrund dieser Ergebnisse unterscheiden wir in Zukunft nicht
mehr zwischen Parallelverschiebungen und Translationen und
sprechen meistens von Translationen.

Fir die weiteren Erdrterungen bendtigen wir noch folgende Er-
gebnisse:

(18) (a) Fir jede Kollineation x und jede Translation 7 mit Rich-
tung I1, gilt:

x7K"! ist eine Translation mit Richtung I1.,.
Das kann etwas anders 80 geschrieben werden:

KTPQ K™ = T(epP)xq) -

(b) Also gilt: T ist ein Normalteiler in Koll(A) bzw. in
Dil(A).

Fir eine Dilatation § gilt nach Definition &g || g, also I1s, = II,.
Daher erhélt man speziell:

(19) Fir jede Dilatation § und fiir jede Translation 7 mit Richtung
My ist 676! eine Translation mit Richtung ;. Anders aus-
gedriickt: 6T,6~! C T, d.h. T, ist ein Normalteiler in Dil(A).

3.10 Wir fassen kurz susammen, welche wesentlichen Ergebnisse
wir auf dem Weg zur Algebraisierung Desarguesscher Ebenen bereits
erzielt haben.

In einer (D)-Ebene A = (P,G,I) (es genligt bereits (d)) ist die
Menge T der Parallelverschiebungen, die mit den Translationen
iibereinstimmen (3.9 (17)), eine abelsche Gruppe (3.9 (12)).

T operiert scharf einfach transitiv auf der Punktmenge P (3.9
(15)). Dadurch kann man bei festgehaltenem Punkt Z mit Hilfe von
®z' : T — P (7zp — P) jeden Punkt P eindeutig als P = 175(2)
festlegen. 7 = 7zp ist dabei die eindeutig bestimmte Translation,
die Z in P iberfiihrt. Die Darstellung von 7 als 7zp mit ,erstem“
Punkt Z wird in der Analytischen Geometrie als ,,Ortsvektor” bzgl.
Z bezeichnet.
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Weiter ist die gegenseitige Lage zweier Punkte A und B durch die
eindeutig bestimmte Translation 745 bestimmt, die A in B {iberfiihrt.
Tap ist durch die Darstellung der Translationen mit Z an ,erster“
Stelle (,Ortsvektoren“ bzgl. Z) so zu beschreiben:

Aus T4pTz4 = Tzp folgt: T4p = 12575},

B =t,,(Z) =Tap (A)

A=T,, (L)
Z

Figur 13

Die Geraden werden durch die Untergruppen T, von T beschrie-
ben (3.9 (15)): Die Punktmenge P, einer Geraden g ist die Bahn
T4(Qo) = {7(Qo) | 7 € T,} eines Punktes Qo von g unter T,.

Die Translationsgruppe T von A ist also nicht irgendeine algebrai-
sche Struktur, die man aus den geometrischen Verh#ltnissen einer
Desarguesschen Ebene herleiten kann. Die Eigenschaften von T re-
flektieren umgekehrt in groBem Mafl die geometrische Struktur von
A.

Man konnte also schon jetzt durch Rechnen in T geometrische Er-
gebnisse herleiten. Dies ist jedoch unhandlicher, als wenn man einen
Vektorraum iiber einem (Schief-) Kdrper K zur Verfiigung hat, mit
dessen Hilfe man geometrische Probleme iibersichtlicher behandeln
und sie z.B. auch mit Hilfe von Gleichungssystemen mit Koeffizienten
in K bearbeiten kann.

Als Vorbereitung zur Herleitung eines Schiefkdrpers K, mit dessen
Hilfe man auf T eine Vektorraumstruktur definieren kann, betrachten
wir im nédchsten Kapitel Streckungen (die sich als der zweite Typ der
Dilatationen erweisen werden).
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4 Streckungen in (D)-Ebenen

A = (P,g,]) sei eine (D)-Ebene. Fiir solche Ebenen behandeln wir
in diesem Kapitel Streckungen, die wir konstruktiv einfiihren. Die
Vorgehensweise und die Argumentationen sind ganz analog zu de-
nen im vorigen Kapitel {iber Parallelverschiebungen. Daher fassen
wir uns hier vielfach kiirzer. An die Stelle von Parallelogrammen und
ihren Eigenschaften treten jetzt gewisse Trapeze und deren Eigen-
schaften. Fiir die Beweise sind jetzt (D) (statt (d)) und damit zu-
sammenhéngende Sétze zu verwenden.
Wichtig fir unsere Fragestellung sind folgende Ergebnisse:

(1) Fir alle Punkte Z ist die Menge Sz der Streckungen mit Zen-
trum Z eine (nicht notwendig abelsche) Gruppe (4.9 (14)).
(2) Fiir alle Punkte A, B sind S4 und Sp isomorph (4.9 (16)).

(3) Sz operiert scharf einfach transitiv auf den von Z verschiedenen
Punkten einer jeden Geraden durch Z (4.9 (13)).

4.1 Deflnition. Z sei ein Punkt, P,Q, R, S seien ‘Punkte, die von
Z verschieden sind, mit den Eigenschaften:
P,Q, Z sind kollinear und R, S, Z sind kollinear.
Das geordnete Quadrupel (P, Q, R, S) heifit
(a) eigentliches Z-Trapez, wenn gilt:
(1) P# Q und P,Q, R, S sind nicht kollinear;
(2) 9(P,R) | 9(Q, S).

Figur 14
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(P,Q, R, S) heifit uneigentliches Z-Trapez, wenn entweder 4.1 b)
oder 4.1 c) gilt:

4.1 (b) (1) P#Q, P,Q,R,S kollinear;

(2) Es gibt ein Punktepaar (U, V), so daB sowohl (P,Q,U, V)
als auch (R, S,U, V) eigentliche Z-Trapeze sind (Fig. 15).

Figur 15

41(c) P=Q,R=S.
Bemerkungen.
(1) Nach 4.1 c) ist (P, P, R, R) ein Z-Trapez.

(2) Die Definition in 4.1 b) ist abhingig von den ,Hilfspunkten“
(U, V). Im folgenden Hilfssatz 4.2 zeigen wir die Unabh#ngig-
keit davon.
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4.2 Hilfssatz. Die Definition 4.1 b) eines uneigentlichen Z-Trapezes
ist in folgendem Sinne unabhingig von dem Paar der , Hilfspunkte*
(O, v):

(P,Q,U,V) und (R, S,U, V) seien eigentliche Z-Trapeze;

(P,Q,U", V') sei ein eigentliches Z-Trapez.

Dann ist auch (R, S,U’, V') ein eigentliches Z-Trapez.

D.h., zum Test, ob (P,Q, R, S) ein uneigentliches Z-Trapez nach
4.1b) ist, kann man jedes Paar (U, V) verwenden, so daf (P,Q,U,V)
ein esgentliches Z-Trapez ist.

4.3 Hilfssats. (P,Q,R,S) sei ein Z-Trapez. Dann sind auch
(R,S,P,Q) und (Q, P, S,R) Z-Trapeze.

4.4 Deflnition. P,Q,R, S seien von Z verschiedene Punkte. Die
geordneten Paare (P, Q) und (R, S) heiflen Z-streckungsgleich, falls
(P,Q, R, S) ein Z-Trapexz ist.

Bemerkung. Man denke dabei an die Strahlensatzfigur, beachte
aber, daB wir den Strahlensatz nicht zur Verfiilgung haben!

4.5 Satsz. Die Z-Streckungsgleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf

(P\{Z}) x (P\{zZ}).

4.6 Satz. Zu jedem Punktepaar (P,Q) mit von Z verschiedenen
Punkten P und Q, so da8 P,Q, Z kollinear sind, gibt es zu jedem
von Z verschiedenen Punkt X genau einen Punkt Y (# Z), so da8
(P,Q) und (X,Y) Z-streckungsgleich sind (also (P,Q, X,Y) ein 2Z-
Trapez ist).
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Beweisandeutung fiir P # Q und

1. P,Q, X nicht kollinear (vgl. Figur 16).

h sei die Parallele zu g(P, X) durch Q und Y der Schnittpunkt von A mit g(Z, X).
Dann ist (P,Q, X,Y') ein (eigentliches) Z-Trapez. Weiter iiberlegt man sich, dal Y
der eindeutig bestimmte Punkt mit dieser Eigenschaft ist.

h

Figur 16

2. Fiir kollineare Punkte P,Q, X (P # Q) wihle man (U, V) so, da8 (P,Q, U,v)
ein eigentliches Z-Trapez ist. Dann konstruiert man Y von (U, V) und X ausgehend
wie oben (Figur 17).

Figur 17
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Bemerkung. In beiden Fillen liegt Y auf der Geraden g(Z, X), und
weiter ist Y der eindeutig bestimmte Punkt, der das Tripel (P, Q, X)
zu einem Z-Trapez (P,Q, X,Y) erginzt.

4.7 Deflnition. Fiir jeden Punkt Z und jedes Punktepaar (P, Q),
8o daBl P und Q verschieden von Z und P, Q, X kollinear sind, sei
opg:P — P die folgende Abbildung:

(1) Fir alle X € P \ {2} sei 0pgX der nach 4.6 eindeutig be-
stimmte Punkt, so da8 (P, Q) und (X,Y) Z-streckungsgleich
sind.

(2) a'sz =2

opq heift Streckung mit Zentrum Z, bestimmt durch (P, Q).

Mit Sz wird die Menge aller Streckungen mit Zentrum Z bezeich-
net.

4.8 Die Konstruktionsvorschrift fir den Bildpunkt opgX von X er-
gibt sich aus dem Beweis von 4.6: Man erginze (fiir X # Z) das
Tripel (P, Q, X) zum Z-Trapez (P,Q, X,Y).

opqX liegt (fir Z # X) immer auf der Geraden g(Z, X).

4.9 Eigenschaften der Streckungen.

(0) Vorbemerkung. Analog zu der Vorbemerkung 3.9 (0) bei den
Parallelverschiebungen gilt hier: (P\{Z})x(P\{Z}) ist die ele-
mentfremde Vereinigung der Funktionsgraphen der Streckun-
gen mit Zentrum Z (eingeschrinkt auf P\ {Z}). Daraus folgen
wie in Kapitel 3 unmittelbar verschiedene der im folgenden
aufgelisteten Eigenschaften von Streckungen.

(1) Der Graph von opq, eingeschrénkt auf
(P \ {2}) x (P\ {2)}), ist die Aquivalenzklasse von (P,Q)
beziiglich der Z-Streckungsgleichheit.

(2) opq ist durch die Wirkung auf einen von Z verschiedenen
Punkt bestimmt.

(3) opq ist bijektiv mit 0';10 = OQp.
(4) opp ist die identische Abbildung (auf P).
(8) ope(P) =Q.

(6) Es ist opg = ors genau dann, wenn (P, Q) und (R, S)
Z-streckungsgleich sind.
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Wir bezeichnen opg wieder als die Darstellung (mit Hilfe von
(P,Q)) der Streckung, die durch die Aquivalenzklasse von (P,Q)
beziiglich der Z-Streckungsgleichheit gegeben ist.

(7) Ist o # id, so hat o genau einen Fixpunkt, nimlich Z. Das
erhilt man sofort aus der Konstruktionsvorschrift 4.8.

(8) Eine Streckung o erhilt die Kollinearitét:
Sind X, X, X3 kollinear, so auch ¢X;,0X,,0X;.

Beweisskizze fiir die Situation in der folgenden Figur 18:

Die Gerade, auf der die X liegen, heifie 9. Nach Konstruktion von ¢ X; und ¢ X;
(vgl. 4.8) gilt:
9(P, X,) ist parallel zu ¢(Q,0X,), und g(P, X,) ist parallel zu g(Q, 0X;). Fiir die
Dreiecke PX, X, und Q(0.X,)(0X;) sind also die Voraussetzungen von (D) erfilit,
so dafl nach (D) die Gerade g(0.X, 0.X;) parallel zu g = g(X;, X,) ist.

Betrachtet man entsprechend die Konstruktion von ¢X; und 6.X; (an Stelle von
0X3), so ist auch die Gerade g(¢ X, 0X;) durch o X, parallel zu g, stimmt also nach
(A2) mit g(0X,,0X,) iiberein.

Man hat dann noch die anderen Lageméglichkeiten der X; zu betrachten.
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Aus der Beweisskizze entnimmt man, dafl die Gerade g(0 X, 0 X;)
parallel zu g = g(X,, X;) ist.
(9) Aus (8) folgt wegen 2.2 (v):
Eine Streckung o induziert eine Kollineation mit o(g(A, B)) =
g(cA,oB).
Eine Streckung o, die urspriinglich als Punktabbildung definiert

war, wird in Zukunft inmer als Kollineation betrachtet und wieder
mit o bezeichnet.

(10) Bei einer Streckung o wird jede Gerade g auf eine dazu parallele
Gerade abgebildet: og || g (vgl. die Bemerkung am Ende der
Beweisskizze fiir (8)).

(11) (a) Aus (10) folgt, daB eine Streckung o eine Dilatation ist.
Ist o # id, so hat o genau einen Fixpunkt (vgl. (7)).
(b) Sz stimmt mit der Menge Dz der Dilatationen mit Fiz-
punkt Z uberein.

(12) Fir Streckungen definiert man Spuren so wie bei Parallelver-
schiebungen (vgl. die Definition vor 3.9 (11)).
Gz sei das Geradenbiischel durch den Punkt Z. Dann gilt:
1. Die Menge der Spuren einer Streckung o # id mit Zentrum
Z ist das Geradenbiischel Gz.

2. Eine Gerade g ist Fixgerade fiir o genau dann, wenn g eine
Spur ist.

Auch hier besteht wie bei den Parallelverschiebungen (vgl. 3.9
(15)) ein enger Zusammenhang zwischen der Menge Sz der Streckun-
gen mit Zentrum Z und den Punktmengen auf jeder Geraden durch
Z (vgl. Vorbemerkung (0)).

(13) Fir jeden Punkt Z und jeden Punkt E # Z ist die Abbildung
P,z.5 \ {Z} — Sz, definiert durch P +— ogp (der eindeutig
bestimmten Streckung aus Sz, die E in P iberfiihrt), bijektiv
mit der Umkehrabbildung o — o(E).

oz = id

Sep
Z E

P (=6.,(E)
Figur 19 ee(F)

56




Die von Z verschiedenen Punkte einer Geraden durch Z entspre-
chen also eineindeutig den Elementen aus Sz, genauer:
Die Elemente von Sz sind eineindeutig als Darstellungen ogp mit
werstem* Punkt E (# Z) und P # Z, Pl g(Z,E) charakterisiert.
Umgekehrt sind die von Z verschiedenen Punkte von g(Z, E) einein-
deutig durch die Elemente aus Sz als o(E) gegeben.

Anders ausgedriickt (wenn bekannt ist, daB Sz eine Gruppe ist
(14)):
Sz operiert vermdge Q — o(Q) scharf einfach transitiv auf P, \ {Z}
fiir alle Geraden g aus dem Geradenbiischel ¢z durch Z.

Analog zu 3.9 (12) gilt hier

(14) Satz.

(i) Fiir alle Punkte Z ist die Menge Sz der Streckungen
mit Zentrum Z mit der Hintereinanderausfithrung als
Verkniipfung eine (nicht notwendig abelsche) Gruppe.
Fir alle von Z verschiedenen Punkte A,B,C, so da8
A, B,C, Z kollinear sind, gilt:

OBCOAB = 04C

(ii) Gilt in der (D)-Ebene A zusétzlich der groBe Satz (P)
von Pappus-Pascal (vgl. Anhang), so ist Sz eine abelsche
Gruppe.

(iii) Nach (11) b) stimmt Sz mit der Gruppe Dz der Dilata-
tionen mit Fixpunkt Z iiberein.

Beweisskizze zu i) (vgl. Figur 20). '

Nach (13) (vgl. auch Vorbemerkung (0)) kann man fiir o, eine Darstellung 0y, = o45
wihlen, so da X nicht auf g(Z, A) liegt. o, ist entsprechend als op5c darzustellen
mit C auf g(Z, A). Nach der Konstruktionsvorschrift (4.8) ist g(B, 0, X) || 9(4, X)
und ¢(C, 0201 X) || 9(B, 01X), also g(C,0201X) | 9(A, X). Daraus folgt: 0300 X =
0pcoapX = 04cX. Den Fall X | 9(Z, A) fithre man hierauf zuriick.

B C

Figur 20 !




(15)

(16)

(17)

Bemerkung. Es gilt fiir eine affine Inzidenzebene A: Operie-
ren fiir alle Punkte Z alle Untergruppen Dz der Dilatationen
mit Fixpunkt Z auf den Punktmengen P, \ {2} fir alle Gera-
den g aus Gz scharf einfach transitiv, so ist die Inzidenzebene
A eine Desarguessche Ebene.

Satz. Alle Gruppen von Streckungen mit verschiedenen Zen-
tren sind isomorph, es gilt:

Sw=TzwSz75ly (=~ 82).

Wir geben jetzt folgenden Spezialfall von 3.9 (18a) an, da er
einen guten Einblick in den geometrischen Hintergrund dieser
Aussage liefert:

Sats. Fir alle 0 € Sz und alle Translationen 7 (in der Dar-
stellung 725 (3.9 (15))) gilt:

-1
OTZRO =TZ0R

Im Anhang skizzieren wir einen geometrisch orientierten Beweis
hierfiir.

(18)

Zur spéteren Verwendung bemerken wir folgendes:

g sei eine Gerade durch Z und E # Z ein Punkt auf g, so daf
also g = g(Z, E) ist. In (17) halte man R = E fest. Dann ist
07250 = Tz, ein Element # id von T, = Tz, da cEl g
und ¢F # Z. Die Konjugation mit ¢ werde als ¢, geschrieben.
Dann erhilt man nach (17) eine Abbildung

B:uSz) — T\ {id}
te — to(TzE) =0TZ2807 = T2,E.

Es gilt: 3 ist bijektiv.
Die Surjektivitdt schreibt sich demnach als «(Sz)(1zg) =
Tyz.5) \ {id}.

B entspricht der Umkehrabbildung ¢ — ¢(E) (vgl. (13)), die S;
bijektiv auf Pyz g) \ {Z} abbildet, jetzt auf die Situation mit Quelle
«(Sz) und Ziel T,z g) iibertragen.
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Beweis: 3 ist injektiv:
Aus TZ(0,E) = TZ(03E) folgt nach 3.9 (15b):

01(E) = o2(E)

und damit nach (13) o) = 03, als0 ¢,, = ¢,,.

A ist surjektiv:
Nach 3.9 (15b) gilt T, \ {id} = {rzp | Pl g,P # Z}. Wegen (13) ist
P = ogp(E) also nach (17)

-1
OEPTZEOEp = TZogp(E) = T2P .
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5 T als Vektorraum iiber dem Schiefkérper K
der spurtreuen Endomorphismen von T;
die A zugeordnete affine Ebene beziiglich xT
(im Sinne der Linearen Algebra)

A = (P,0,]) sei wieder eine (D)-Ebene, T die Gruppe der Transla-
tionen (Parallelverschiebungen) von A, Sz die Gruppe der Streckun-
gen mit Zentrum Z.

In diesem Kapitel leiten wir mit Hilfe der im vorigen Abschnitt
behandelten Streckungen einen Schiefkdrper K her und zwar so,
da8 T ein zweidimensionaler Vektorraum iiber K wird (Theorem
5.9). Die Herleitung von K geschieht auBerdem so, daf die K-
Vektorraumstruktur auf T die geometrische Struktur von A gut
widerspiegelt. Auf diese Weise kann man dann A mit Hilfe des
Vektorraums T als affine Ebene im Sinne der Linearen Algebra
beschreiben (Theorem 5.11).

Zur Hinfihrung auf unser Vorgehen erinnern wir daran, da8 der
Endomorphismenring End V einer abelschen Gruppe (V, +) so defi-
niert ist, da8 er in ,natirlicher® Weise auf V operiert:

EndV XV — V
(prz) — p(2).

Dabei gelten nach der Definition der Verkniipfungen in End V fol-
gende GesetzmiBigkeiten (fiir alle ¢, ¢;,92, € EndV und fiir alle
z,y€V):

(i) idp(z) = = (idp:=id auf T )
(ii) (pr1p2)(z) = 1(p2(z)) (Def. der Multiplikation
in End V)
(idi) e(z+y) = ¢(z)+¢(y) (¢ ist Endomorphismus
von (V,+))
(iv) (p1+92)(x) = wi(z)+ p2(x) (Def. der Addition
in End V).

V ist in algebraischer Sprechweise ein End V-Modul.

Wir nehmen jetzt die abelsche Gruppe T der Translationen von
A und suchen einen Unterring K von End T, der Schiefkdrper ist.
Dann wirkt K auf T gemifi den obigen GesetzmiBigkeiten (i) bis
(iv), so daB T iiber K ein Vektorraum wird.
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Bei der Suche nach K lassen wir uns davon leiten, da8 die geome-

trischen Gesetzméifligkeiten in A durch die K-Vektorraumstruktur
auf T gut widergespiegelt werden sollen:
Nach 3.9 (15) ist die Punktmenge P, einer Geraden g die Bahn eines
Punktes Py von g unter T, < T: P, = T,(F). In der Analytischen
Geometrie ist eine Gerade nach Definition die Bahn eines Punktes
unter der Wirkung eines eindimensionalen Untervektorraums des zu-
grundeliegenden Vektorraums. Sollen also die geometrischen Verhilt-
nisse in A durch Eigenschaften von xT reflektiert werden, miissen
die T, eindimensionale Untervektorrdume werden. Fir die Elemente
@ € EndT des gesuchten Korpers K muf§ also gelten: p(T,) = T,.
Nur solche Endomorphismen von T werden ins Auge gefafit.

5.1 Deflnition. ¢ € End T heifit spurtreu, wenn fiir alle Geraden
g € G gilt:
p(Ty) C T,.

Bemerkung. Man hitte dquivalent dazu definieren konnen: Fiir
alle 7 € T gilt: Ist [I; Richtung fiir 7, so ist [1; Richtung fiir .

5.2 Definition. « sei eine Kollineation. Dann bezeichnen wir die
Abbildung T — T, gegeben durch 7 — k7K' (,Konjugation® mit
x) mit ¢, (vgl. 3.9 (18)).

5.3 Bemerkung. Bekanntlich ist ¢, ein Endomorphismus von T,
denn es gilt 1 (172) = KT ™! = KTIKTIRTE ™! = 1 (1) 1k (T2).

3.9 (19) besagte: Fiir alle Dilatationen § gilt:
6T, 67! = 5(T,) C Ty. 15 € End T ist also spurtreu. Das gilt nicht
fiir beliebige Kollineationen (vgl. 3.9 (18)).

Weiter ist der Nullendomorphismus O: O(r) = id (auf P) fiir alle
T € T spurtreu, da id nach Def. alle [1, als Richtungen hat. Man
beachte, daB id (auf P) das neutrale Element von T ist.

Somit ist bisher bekannt, dafl die Menge ¢(Dil(A))U{O} aus spur-
treuen Endomorphismen besteht. Wir untersuchen daher «(Dil(A))
genauer.

5.4 Satz. ¢ : Dil(A) — EndT sei die Abbildung i(6) := t5 (Def.
5.2). Dann gilt:
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(1) ¢ ist ein Monoidhomomorphismus:

b6,5, = L5065
(2) ¢5 ist invertierbar mit o5 = ¢5-1.

(3) 5 ist spurtreu.

(4) kere =T.

(5) Fir alle Punkte Z gilt ¢(Dil(A)) = ¢«(Sz).
(6) ¢|s, ist injektiv.

(7) Sz =~ (S2).

(8) Es gilt also fiir jeden Punkt Z:

«(Dil(A)) = «(Sz) ~ Dil(A)/T ~ S;.

Einige Beweisandeutungen:
(1) erhélt man durch Nachrechnen.
Zu (4): a) T C ker¢, da T kommutativ (so daB alle ¢, = id-p (id auf T) sind).
b) Also sind noch die Bilder von Streckungen o zu betrachten. Sei ¢ € S4, dann

stelle man die Elemente 7 € T als 74p dar (3.9 (15a)). ¢, = idp schreibt sich dann
als ¢,(7) = 7 fiir alle 7 € T, also als

oTapo~t = 14p (fiir alle P).
Da o14p0™! = 14,p (4.9 (17)) ist, muf also gelten

TacP = Tar (fiir alle P),

woraus folgt oP = P (3.9 (15a)). Daraus folgt: o = idp (id auf P).

Zu (5): Man zeigt, da8 sich fiir jeden Punkt Z jede Dilatation & eindeutig als § = 70
mit 7 € T und 0 € Sz schreiben lifit. (Dil(A) ist das semidirekte Produkt von
T und Sz.) Dazu beachtet man, daB es genau zwei Typen von Dilatationen (die
verschieden von id sind) gibt: Translationen und Streckungen. Nach 4.9 (16) gilt
Sw = TzwSzTzw, d.b. w € Sy hat eine Darstellung w = 7zyo7z,, mit ¢ € Sz.
Es gilt also w = Tzw077407'0. Da o770~ aus T ist (3.9 (18)), gilt w = 7'¢ mit
7' € T, 0 € Sz. Die Eindeutigkeit folgt aus Sz N'T = {id}. Also ist «(w) = i(7'0) =
tpte = g € (S2).

Zu (6): Diese ist bereits in (4) gezeigt.
Zu (7): Folge von (6) und (1).
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5.5 Definition. K sei die Menge der spurtreuen Endomorphismen
von T.

Wie oben bereits erwihnt, gilt ((Dil(A)) U {0} C K.
«(Dil(A))u{O} ist zwar multiplikativ abgeschlossen, es ist aber nicht
bekannt, ob das auch beziiglich der Addition gilt. Unmittelbar erhilt
man:

5.8 Satz. K ist ein Unterring von End T.

Beweisandeutung: ¢,,92 € K, also ¢;(T,) C T,. Daraus folgt
(p192)(Ty) = p1(w2Ty) C p1(Ty) C T,. Fidr 7 € T, gilt
(1 + ¢2)(1) = (17)(p27) € T, da ;1 € Ty; analog fiir ¢, — ¢,

Nun gilt der wichtige Satz:

5.7 Satz.

(a) Jeder spurtreue Endomorphismus ¢ von T, der verschieden von
Null ist, ist injektiv.

(b) Zu jedem von Null verschiedenen spurtreuen Endomorphismus
¢ von T gibt es zu jedem Punkt Z eine eindeutig bestimmte
Streckung o € Sz, so daB gilt:

P =t

Beweisskizze. Zu a): Wegen ¢ # O gibt esid # 7, € T mit p(ny) # id
(auf P). Ein solches 7; sei aus T,. Wihle A }{¢. Dann ist (3.9 (11)) T = T,T,
(direkte Summe). Ist id # 72 € Ty, s0 ist 737y (# id) weder aus T, noch aus T,
(Eindeutigkeit der Darstellung in direkten Summen).

Also ist 7,7, € T, mit { weder zu g noch zu h parallel. Aus der Spurtreue von ¢
folgt mit 73 := a1 ¢(73) = @(T21) = (p72)(¥71) =: 713 € Ty

Die Annahme 7, = id fiihrt zum Widerspruch: ¢7, € Ty N T, = {id}, entgegen
¢ # id. Daher gilt |, ist injektiv. Durch Vertauschen der Rollen von g und h
folgt V"'r, ist injektiv, woraus wegen T = T, T, die Injektivitit von ¢ folgt.

Zu b): Aus diesem Beweis fiir a) folgt: Wihit man Z € P und g,k € Gz (g # h),
und stellt man id # 7 = 1zp, € T (mit P, I k) sowie id # 7, = 72p, € T, (mit
P.1g) beziiglich Z als ersten Punkt dar, so ist 73 = 737 = Tzp,Tzp, = Tzp, # id (mit
P31t # g,h), und damit ist (Z, Py, Ps, P3) ein eigentliches Parallelogramm (vgl. Figur
21). Mit den Bezeichnungen ¢(7zp,) =: 7zp;, @(7zm) =: Tzp, und p(7zR) =: T2p;
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(also mit P1g, P 1k, P31¢)ist auch (Z, P,, P}, P}) ein eigentliches Parallelogramm:.
Nun sei 0 € Sz die nach 4.9 (13) eindeutig bestimmte Streckung, die P, mit P;
iiberfihrt, dann folgt P} = oP;, also ¢(13) = ¢,(72). Das gilt fiir alle id # 7, € Ty,
also p|p, = to|p,- Entsprechend gilt ¢lr, = tolT,, Woraus insgesamt ¢ = 1, folgt.

le

/a
# -~ R’
4
A # A
. g
“T_ F?, R,,

Z

Figur 21

Als Folgerung aus dem Bisherigen ergibt sich:

5.8 Satz. ((Dil(A)) U {O} ist ein Unterring in End T, der mit dem
Unterring K der spurtreuen Endomorphismen von T iibereinstimmt.
Alle von Null verschiedenen Elemente aus K sind invertierbar. K ist
also ein Schiefkdrper, fiir dessen multiplikative Gruppe gilt:

(K\ {0}, -) = («(Dil(A)), -) = («(Sz), *) =~ (Sz, o)
fir alle Punkte Z.

Man beachte, da K = ¢(Dil(A)) U {O} nicht von irgendwelchen
speziellen geometrischen Gegebenheiten, also auch nicht von Z (mit
¢(Dil(A)) = «(Sz)) abhingt. Fiir jeden Punkt Z kann man die mul-
tiplikative Gruppe (K \ {O}, ) von K als (¢(Sz), - ) darstellen.

Die bisherigen Erdrterungen fassen wir als einen Hauptsatz zu-
sammen:
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5.9 Theorem. A = (P,§,l) sei eine Desarguessche Ebene ((D)-
Ebene). Dann gilt:

(1) Ist K der Ring der spurtreuen Endomorphismen der Gruppe
der Translationen T von A, so ist fiir alle Z € P:

K = (Dil(A)) U {0} = (Sz)u {0}
(2) K ist ein Schiefkérper mit

(K\ {0}, -) = («(Dil(A)), -) = («(Sz), -) ~ (Sz, +)
(filr alle Z € P).

(3) Gilt der grofie Satz (P) von Pappus-Pascal in A, so0 ist K ein
Korper.

(4) Tist vermdge K xT — T ((,7) — ¢(7)) ein Vektorraum der
Dimension 2 iber K.

(5) Die eindimensionalen Unterriume von kT sind von der Gestalt
kT, (fir alle g € §).

Zum Beweis: (1) und (2) ist Satz 5.8. (3) folgt wegen (2) aus 4.9 (14ii).

Zu (4) vergleiche man die einfilhrende Betrachtung zu diesem Kapitel. Die Dimen-
sionsaussage folgt aus T = T, T, (direkte Summe) mit (5).

Zu (5): Da8 T, ein K-Untervektorraum ist, folgt daraus, da8 K der Schiefkérper der
spurtreuen Endomorphismen ist. Da8 die Dimension 1 ist, ist in der nachfolgenden
Betrachtung enthalten. Andererseits ist jeder eindimensionale Unterraum von der
Gestalt K7 mit 7 # id, 7 = 7zp € T. Nach (1) gilt also: Kt = (Sz)(r)uOo(r) =
(T,(z‘p)) \ {ld}) U {ld} = T'(z.p). (vgl. 4.9 (18)).

5.10 Bemerkungen.

(1) Da wir bisher nur vorausgesetzt hatten, da8 eine (D)-Ebene A
vorliegt, kann man iiber den Schiefkdrper K der spurtreuen
Endomorphismen von T keine speziellen Aussagen machen,
aufler z.B.: Die Elemente von K entsprechen eineindeutig den
Punkten einer (beliebigen) Geraden g = g(Z, E). Denn es ist
K = 4(Sz) U {O}, und nach 4.9 (18) ist die Abbildung
{(8z) U{O} = Tyz) \ {id} U {id} = Tyz5) (b — to(72E)
bzw. O — O(7zg) = id (auf P)) bijektiv. Ty(z,p) wird nach 3.9
(15) durch 7 — 7(2) bijektiv auf Py(2,£) abgebildet.

Sind in A weitere Aziome erfillt, ergeben sich zusdtzliche
Aussagen fir K. Ist z.B. A eine angeordnetet (D)-Ebene, d.h.,
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gibt es fiir die Punkte jeder Geraden eine lineare Anordnung
und sind Vertréglichkeiten zwischen den Ahordnungen auf den
verschiedenen Geraden erfiillt, so wird K ein angeordneter
Schiefkorper. Sind die Anordnungen auf den Geraden archime-
disch, so wird K ein archimedisch angeordneter Schiefkérper,
also ein Unterkdrper des reellen Zahlkdrpers R. Ist die Anord-
nung zus#tzlich vollstindig (ist z.B. das Dedekindsche Schnitt-
axiom oder ein dazu &quivalentes erfiillt), so wird K der reelle
Zahlkorper R.

(2) Hilbert hatte in [3] die sogenannte Streckenrechnung ein-
gefihrt, in der er mit den geordneten Paaren (Z, P) (Z fest auf
g9 =9g(Z,E), Plg) von Punkten auf einer Geraden rechnet. Der
so entstehende Kdrper K der Hilbertschen Streckenrechnung
beziiglich des Nullpunktes Z und der Einheitsstrecke (Z, E)
auf g(Z, E)) kann aus K gewonnen werden als K = K(7zg),
d.h. durch die Auswertung der spurtreuen Endomorphismen
an der festen Stelle 7zg (vgl. den Anfang der Bemerkung (1)).

Da wir bei der Einfilhrung von K darauf geachtet haben, da8 sich
in dem damit zu bildenden Vektorraum T die geometrische Struktur
der (D)-Ebene A widerspiegelt, erhalten wir als zweiten Hauptsatz

5.11 Theorem. A = (P,§,]) sei eine (D)-Ebene, T die (abelsche)
Gruppe der Translationen von A, K der Schiefkérper der spurtreuen
Endomorphismen von T, t :x T x P — P die Operation

(r,P) — 7(P) von T auf der Punktmenge P.

Dann ist das Tripel (P,xT,t) eine affine Ebene im Sinne der Linearen
Algebra.

Zur Erinnerung weisen wir darauf hin, dafl affine Ebenen entweder
so definiert werden, dafl ¢ scharf einfach transitiv auf P operiert oder
dquivalent in folgender Weise:

Es gibt eine Abbildung a : P x P — T (a(P, Q) =: PQ), so da8 gilt:
(1) Fir alle Punkte P und alle 7 aus T gibt es einen eindeutig
bestimmten Punkt Q: 7 = }TQ’ und

(2) PQ + QR = PR.
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Dabei ist a(P,Q) das eindeutig bestimmte Element 7 € T, so da8
t(r, P) = Q oder umgekehrt t(r, P) der eindeutig bestimmte Punkt
Q, so da a(P, Q) = T ist.

5.12 Bemerkungen.

(1)

(2)

3)

Die Geraden in der so definierten affinen Ebene (P,xT,t) im
Sinne der Linearen Algebra (kurz als algebraische affine Ebene
bezeichnet) entsprechen eineindeutig den Geraden der Aus-
gangsebene. Eine Gerade in (P,T, t) ist die Bahn eines Punk-
tes unter einem eindimensionalen Untervektorraum von xT,
also die Bahn von Qg unter K7 (t # id). Stellt man 7 als TQoR
dar, so ist K7g,r(Qo) = Py(q.,r) (vgl. den Beginn der Bemer-
kung 5.10 (1)). Der algebraische affine Raum A = (P,(T,¢),
den wir A = (P,§,]) zuordnen, reflektiert also beziiglich der
Inzidenz (und der Parallelitit) die geometrische Struktur von
A. Daher ist es mdglich, geometrische Probleme in A jetzt
mit Hilfe von A = (P, T, t) mit den Mitteln der Analytischen
Geometrie und Linearen Algebra zu bearbeiten.

Ohne Beweis sei folgende wichtige Tatsache angegeben: Sind
die (D)-Ebenen A = (P,G,I) und A' = (P',G,I') vermoge
einer Kollinearitit A isomorph, so gibt es eine Semiaffinitit
zwischen den zugeordneten algebraischen affinen Ebenen A =
(P,xT,t) und A = (P',xT',t') und umgekehrt. Es gibt
insgesamt eine bijektive Abbildung der Menge der Isomor-
phieklassen von (D)-Ebenen beziiglich Kollinearititen auf die
Menge der Isomorphieklassen von algebraischen affinen Ebenen
beziiglich Semiaffinititen. Man beachte dabei, da man einer
algebraischen affinen Ebene A = (P,xV,t) in ,natirlicher*
Weise die (D)-Ebene A = (P,§,¢) zuordnen kann, wobei ¢
die Geradenmenge von A und ¢ die Enthaltenseinsrelation der
Mengenlehre ist. Der Satz von Desargues gilt in A, wie aus
der Analytischen Geometrie bekannt ist. Die obige Bijektivitit
besagt also z.B.: Ordnen wir einer (D)-Ebene A = (P, G,]) die
algebraische affine Ebene A = (P,,T,t) gemiaB 5.11 zu und
dieser die eben beschriebene (D)-Ebene A’, 50 sind A’ und A
isomorph beziiglich Kollinearititen.

Vermdge der A = (P, G, ) zugeordneten algebraischen affinen
Ebene A = (P,xT,t) gemiB 5.11 kann man in A in bekannter
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(4)

Weise Koordinatensysteme einfiihren. Sei (Z, E, E;) mit nicht
kollinearen Punkten Z, E, E; ein solches (Figur 22), das auch

als (Z,7g,7r,) bezeichnet werden kann ((7zg,7zg,) ist Basis
von T!), vgl. Figur 22.

T 5 A
/
1‘( EZ 4/
'z E P
1. =id e ¢
O K T Tep
Figur 22

Ist P ein Punkt von g(Z, E), auf der E der Einheitspunkt sei,
so erhilt P das Element ¢,,, € K als Koordinate, da ¢,,, das
eindeutig bestimmte Element aus K ist, so da8l nach 4.9 (17)
und (5) togp(T2E) = T20,,(8) = TzP (,Ortsvektor* von P bzgl.
Z) gilt und andererseits P eindeutig durch 7zp beziiglich Z
bestimmt ist.

Geometrisch betrachtet ist die so mit Elementen aus K be-
zifferte Gerade g(Z, F) als eine Zahlengerade anzusehen (vgl.
auch (5)). Beiiglich des Koordinatensystems (O, E, E;) bzw.
(O, ToE, ToE,) erhilt ein Punkt A € P also die Koordinaten
(a1, a2) € K x K, wenn gilt 704 = (a1705)(a270E,) (eindeutige
Darstellung von 704 durch die Basis (7og, 70g,) von gT).

Mit den Bezeichnungen aus (3) haben wir insgesamt (fiir
P1g(Z,E), also 7zp € Tyzx)) bisher folgende eineindeu-
tigen (durch durchgehende Doppelpfeile gekennzeichneten)
Beziehungen erhalten:
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(0er(B) =) P 202 11 (=, (r25)

4.9 (13) I o 4.9 (18)
&

Ogp +— bogp

Dadurch erhilt man die gestrichelte 1-1-Beziehung zwischen
Sz und Tyz.p) \ {id}. Mit ihr kann man auf Tyz.e) \ {id}
eine multiplikative Struktur einfiihren. Identifiziert man die
Punktepaare (Z, P) fir P [ g(Z, E) mit den »Ortsvektoren“
7zp € Tz r), 30 erhilt man die Multiplikation der Hilbert-
schen Streckenrechnung. Die Addition entspricht der in Tz p).

Mit den in (3) und (4) verwendeten Bezeichnungen bzw. Zu-
sammmenhingen kann man das Rechnen im Koordinatenkérper
K auf der Zahlengeraden g(Z, E) (bei Verwendung des Koor-

dinatensystems (Z, 77z) auf dieser Geraden geometrisch veran-
schaulichen:

(a) Dem Produkt Loxnbocns = Yoep)own,) = togs entspricht
der Punkt P; mit P, = oep,0gp,(E) oder anders aus-
gedriickt der Ortsvektor bogp togn (TZE) = togn (TzR,) =
Tz(,",](p,)) = Tl(dsﬁdnn,)(E) =i1Tzp. P3 kann also auch als
P; = opp,(P;) geschrieben werden.

(b) Der Summe logn T loyp, entspricht der Ortsvektor rzp,
(und damit der Punkt P,), den man erh&lt durch

("""‘1 + L"&)(TZE) = ("dsn, (TZE))(‘vzn,(TZE))
= TZ(OM,(E))TZ(MA,(E)) =TzpPTzZp, =: TZp,

Additiv rechnet man also mit den den Elementen ¢,,, €
K bzgl. des Koordinatensystems (2, 7z£) auf g(Z, E) zu-
geordneten Ortsvektoren l.,,,(‘rzg) = Tzp in T,(z’s) (vgl.
4.9 (18)), also mit den entsprechenden Translationen.

(6) Im Grunde genommen verwendet man solche geometrischen

Interpretationen wie in (5) schon, wenn man im Unterricht
die natirlichen Zahlen IV unter dem Zihlzahlaspekt (d.h. mit
dem Peanoschen Axiomensystem als mathematischen Hinter-
grund) bespricht. Auf dem ,Zahlenstrahl® deutet man die
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Addition mit einer festen Zahl als Schiebung. Die Linksmul-
tiplikation A, mit einer festen Zahl y definiert oder deutet
man so: Man streckt 1 auf A;(1) := y (eigentlich die Strecke
(0,1) auf (0,y)) und n = 1+..-+1 (im Grunde rekursiv)

auf Ay(n) :== y+---4+y = ynn (indem man jede der Ein-

heitsstrecken, aus 5enen sich n additiv zusammensetzt, auf
y streckt). Die so festgelegte Linksmultiplikation ), ist ein
Endomorphismus der abelschen Halbgruppe (IV,+). Verfolgt
man das genauer, so ist die Multiplikation in IV mit Hilfe der
Hintereinanderausfithrung in End(IV,+) in vdlliger Analogie
zu der im Ring K der spurtreuen Endomorphismen von T zu
definieren.
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6 DBeziige zu Vorgehensweisen im Unterricht

In verschiedenen Schulbiichern wird folgender Weg (mit gewissen
Varianten) zur Einfiihrung in die Vektorrechnung (unter geometri-
schen Gesichtspunkten) vorgeschlagen: Mit Hilfe eines vorgegebenen
Koordinatensystems werden Vektoren in der Ebene als Zahlenpaare
eingefiithrt, die Schiebungen reprasentieren (entsprechend als Tripel
fiir die rdumliche Geometrie). Die Skalarmultiplikation wird mit Hilfe
des Strahlensatzes motiviert und entsprechend definiert. Diese Vor-
gehensweise soll hier etwas eingehender verfolgt und mit unseren
Ausfiihrungen iber die Zuordnung eines Vektorraums zu einer (D)-
Ebene in Beziehung gesetzt werden.

Kurz zusammengefait geht man so vor:
In der euklidischen Ebene sei ein Koordinatensystem (O, E,, E;) mit
dem Anfangspunkt O und den Einheitspunkten E, und E; auf den
beiden Koordinatenachsen vorgegeben (Figur 23), wobei man in den
Schulbiichern meist ein kartesisches Koordinatensystem (also mit or-
thogonalen Achsen) wihilt. Das Koordinatensystem legt nach seiner
Definition ein paralleles Gitternetz fest, durch das die Punkte ein-
eindeutig durch Zahlenpaare (z,y) gekennzeichnet sind. Ein Punkt
mit den reellen Koordinaten (z,y) € R x R sei im folgenden mit
P(z,y) bezeichnet.

Als Schiebung, definiert durch ein Zahlenpaar (a,b) € R x R,
werde folgende Abbildung bezeichnet:

P(z,y) — P(z +a,y + b),

d.h. jeder Punkt wird um a in Richtung der ersten und um b in
Richtung der zweiten Achse verschoben. Die Zahlenpaare (a,b) mit
der eben definierten Wirkung auf die Punkte heifien dann Vektoren.
Grob anschaulich formuliert: An jedem Punkt P(z,y) wir die Strecke
(O, P(a,b)) ,angehdngt* (vgl. Figur 23).
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Figur 23

Nun kann man sich sofort davon iiberzeugen, da die oben de-
finierte Schiebung eine Parallelverschiebung im Sinne des Kapitels
3 ist. Das Quadrupel (P(0,0), P(a,b), P(z,y), P(z + a,y + b)) ist
namlich ein Parallelogramm, weil die Mittelpunkte der Diagonalen
dbereinstimmen (jeweils P(3(z + a), }(y + b))). Man kann das auch
dadurch begriinden, da das Dreieck P(0, 0), P(a,0), P(a,b) kongru-
ent zum Dreieck P(z,y), P(z + a,y), P(z + a,y + b) ist.

Der Vektor (a,b) ist also eine Darstellung beziiglich des gegebe-
nen Koordinatensystems fiir die Parallelverschiebung (im Sinne von
Kapitel 3) mit der Darstellung 7p(0)p(s) beziiglich P(0,0).

Aus dieser Einsicht folgt insbesondere, da# man im Prinzip die
Unabhéngigkeit der Einfilhrung von Schiebungen vom vorgegebe-
nen Koordinatensystem sehen kann, da beziiglich anderer Koordi-
natensysteme qualitativ eine analoge Darstellung der Schiebungen
durch Zahlenpaare moglich ist. Die Unabhéngigkeit braucht man,
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wenn man mit Hilfe der Vektoren geometrische Saitze herleiten will.
Diese miissen ja unabhingig vom Koordinatensystem sein.

Dafl man beim geschilderten Vorgehen so viel ,einfacher“ Schie-
bungen einfithren und dann behandeln kann als bei unserem, liegt
daran, da durch die Vorgabe eines Koordinatensystems viele Eigen-
schaften von Parallelogrammen (und damit von Parallelgleichheit)
inh&rent durch das Koordinatensystem vorhanden sind und daf man
mit Hilfe der Koordinaten in R rechnen kann.

Man beachte, da man jetzt schon durch die ,, Vektoren* die gegen-
seitige Lage zweier Punkte P(zy, ;) und P(z,,y;) durch das Zahlen-
paar (z2—z1,y2— ) kennzeichnen kann, das die Schiebung darstellt,
die P(z,,y,) in P(z3,y,) abbildet.

Ist bei unseren Untersuchungen der Vektorraum gT der Transla-
tionen iber dem Schiefkdrper K erreicht, so erhalten wir entspre-
chend fiir jede Translation eine Darstellung durch Paare (a,f) €
K x K beziiglich eines Koordinatensystems (O, 708,, ToE,): Stellt
man in eindeutiger Weise jede Translation beziiglich O und der Basis
(ToE,,T0E,) von xT als 7 = 1op = (atog,)(BToE,) dar, so entspricht
(a,8) € K x K eineindeutig 7.

Das schulische Vorgehen entspricht in gewisser Weise unter Be-
riicksichtigung der jeweils anderen Ausgangslage unseren Uberlegun-
gen, wenn man folgendes beachtet: Wir fiihren die Elemente der abel-
schen Gruppe des spiteren Vektorraums als Abbildungen (Parallel-
verschiebungen) ein und behalten dies auch spéter so bei. Beim ange-
sprochenen schulischen Vorgehen dienen Schiebungen als Motivation
zur Einfithrung von Zahlenpaaren, die die Elemente des Vektorraums
werden. Mit diesen wird dann weitergearbeitet.

Die Skalarmultiplikation mit Elementen r € R wird bei der obi-
gen Definition der Vektoren als Zahlenpaare (a,b), die Schiebungen
darstellen, durch

r(a,b) := (ra,rd)

definiert. Dies wird mit Hilfe des Strahlensatzes motiviert. Um dies
und die Beziehungen zu unserem Vorgehen erliutern zu kdnnen, wer-
den wir zuerst an einige Sachverhalte aus der Schulgeometrie erin-
nern.

Da wir den Strahlensatz mit Hilfe des Teilverhiltnisses formulie-
ren wollen, stellen wir einige Bemerkungen zu diesem voran. U.a. hat
man zwei alternative Mdglichkeiten:
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(1)

(2)

Man geht von einem Koordinatensystem auf einer Geraden
9(0,E) mit O als Nullpunkt und E als Einheitspunkt und
dessen Eigenschaften aus, die vor allem Beziehungen zum Ab-
standsbegriff und der Anordnung (der Punkte auf der Geraden)
betreffen. Mit k(A) € R sei die Koordinate eines Punktes A
bezeichnet. Dann wird man z.B. verlangen, da8 gilt

|k(S) - k(R)| = d(R, S).

(d(R, S) sei der Abstand von R und S.)

Das Teilverhdltnis TV(O; 4, B) von Punkten A # O und B
auf g(O, E) kann man dann als

TV(O; A, B) := k(B)k(A)™
definieren. D.h. TV(O; 4, B) ist die reelle Zahl, so da8 gilt:
(+)  k(B) = TV(O; A, B)k(A).

Es gilt |TV(0; A,B)| = d(0,B) - (d(0, A))*. Anschaulich
ist die Koordinate k(A) also ein Ma8 fiir die Strecke (O, A)
beziiglich (O, E) als Einheitsstrecke (unter Beriicksichtigung
der Lage von A, die das Vorzeichen von k(A) bestimmt.

Die Beziehung (*) besagt, da das Teilverhéltnis TV(O; 4, C)
ein MaSf fir die Strecke (O, C) beziiglich des MaSles von (O, A)
(unter Berilcksichtigung der gegenseitigen Lage) ist. D.h.,
durch TV(O; A, C) wird (O, C) durch (O, A) , gemessen“.

Eine andere Moglichkeit ist die, zuerst den Begriff des Teil-
verhiltnisses TV(O; A, B) fiir Punkte O, A # O, B einer Gera-
den (z.B. in Zusammenhang mit der Besprechung des Strahlen-
satzes) zu entwickeln, nimlich unter dem oben schon erw#hn-
ten Gesichtspunkt, die Strecke (O, B) mit Hilfe von (O, 4) zu
»messen“. Als eine Eigenschft des Teilverhiltnisses fiir Punkte
O,E#0, A#O,C auf g(O, E) ergibt sich:

(»s)  TV(O;E,C) =TV(0;A,C)TV(O;E, A).

Anschaulich bedeutet das wieder: Das ,Ma8“ von (O,C) be-
ziiglich (O, E) ergibt sich aus dem Produkt des ,,MaBes“ von
(0,C) bzgl. (0,A) und des ,MaBes“ von (O, A) beziiglich
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(0, E). Koordinaten k(P) auf g(O, E) mit O als Null- und E
als Einheitspunkt kann man dann so einfithren:

k(P) := TV(O;E, P).

Dann erhilt man aus (**) wieder die Beziehung (*) von oben.

In beiden Fillen kann man den Strehlensatz dann so formulieren:
Fir Punktepaare (P, Q) und (R, S), mit den Eigenschaften
O,P#0O,Qund O, R # O, S sind jeweils kollinear, gilt

9(P,R) || 9(Q,S) — TV(O; P,Q) = TV(O; R, 5).

Figur 24

Streckungen mit O als Zentrum und 0 # r € IR als Streckfaktor
kann man als Abbildungen o, folgendermaBen definieren:
Fir jeden Punkt X # O sei 0.(X) der eindeutig bestimmte Punkt Y
auf g(0, X), fiir den gilt: TV(O; X,Y) = r und weiter ¢,(0) := O.
Mit Koordinaten (und obigen Bemerkungen) ausgedriickt heifit das
(vgl. (*) und (*=)):
k(o.(X)) = rk(X).
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Nach diesen Vorbetrachtungen kommen wir zur (geometrischen)
Motivierung des Skalarproduktes (vgl. Figur 25).

P(o,rb) Q

Pla,b)

® " Pla,0) P(ra 0)

Figur 25

(a,b) sei der Vektor, der die entsprechende Schiebung darstellt,
die also durch das Punktepaar (O, P(a,b)) charakterisiert ist. 0 # r
sei eine reelle Zahl (fiir obige Figur r > 0 gewdhlt). Nach (») gilt

ra = k(P(rae,0)) = TV(O; P(a,0), P(ra,0)) - k(P(a,0))
= TV(O; P(a,0), P(ra,0)) - a,

also
TV(0O; P(a,0), P(ra,0)) =r.

Q sei der Punkt auf g(O, P(a,b)) mit der ersten Koordinate ra, so
daB g(P(ra,0),Q) parallel zu g(P(a,0), P(a,b)) ist. Dann ist nach
dem Strahlensatz

TV(O; P(a,b),Q) =r.

Aus (=) folgt entsprechend wie oben (die Koordinaten auf der zweiten
Achse seien auch mit k bezeichnet) rb = k(P(0,br)) =

TV(O; P(0,b), P(0,br))k(P(0,b)) = TV(O; P(0, b), P(0,br)) - b,
also TV(O; P(0,b), P(0,br)) = r = TV(O; P(a,b), Q).
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Aus dem Strahlensatz (Richtung von rechts nach links) folgt daher:

9(P(0,br), Q) || g(P(0,b), P(a,b)).

Daher hat Q die Koordinaten (ra,rb). Die Strecke (O, Q) charakte-
risiert also die Schiebung (ra, rb), die daher als r(a, b) definiert wird.
Man konnte auch den anderen Strahlensatz anwenden, der Aussagen
iiber das Verhiltnis der Strecken auf den Parallelen in Bezug auf das
Verhiltnis der Achsenabschnitte macht.

Nach Definition ist Q der Bildpunkt o,.(P(a,b)) von P(a,b) bei
der Streckung o,.

In unserer Schreibweise heifit das obige Ergebnis daher:

TOP(rarb) = TOs.(P(a)) = to,(TOP@p) (4.9 (17)).

Das geschilderte Vorgehen in der Schule entspricht daher bei der
Einfiilhrung des Skalarprodukts unserer Definition der Wirkung von
K auf T. Der Unterschied liegt natiirlich darin, da man von ver-
schiedenen Grundlagen ausgeht. Wir hatten als Grundlage die geo-
metrischen Gegebenheiten einer (D)-Ebene und haben daraus erst
einen (Schief-) Kérper K hergeleitet, so daB auf der (geometrisch ent-
wickelten) abelsche Gruppe der Translationen T eine Vektorraum-
struktur iiber K definiert werden konnte. Im Unterricht zeigt man,
daB die Schiebungen (mit Hilfe von (a,b) € R x R definiert) eine
abelsche Gruppe sind, und kann bei gegebenem IR die Skalarmul-
tiplikation (zwar geometrisch motiviert) dann ,algebraisch® definie-
ren. Verfolgt man das genauer, so erhdlt man hier R als den Kdrper
der spurtreuen Endomorphismen der abelschen Gruppe (R x R, +)
zuriick.

Als Bemerkung sei angefiigt, da8 man bei unseren Erdrterungen
das Teilverhiltnis (mit obigen Bezeichnungen) so einfiithren kann:
TV(O; A, B) ist das Element aus K, fiir das gilt:

ToB = TV(O; A, B)TOA.

Dann gilt der Strahlensatz in der obigen Form.
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7 Anhang

7.1 Grofler Satz (P) von Pappus-Pascal (affin)
Gegeben sei ein Sechseck, dessen Eckpunkte 11'22'33' abwechselnd
auf zwei Geraden g und A liegen, jedoch kein Eckpunkt auf beiden
gleichzeitig, mit folgender Eigenschaft:
Zwei Paare von Gegenseiten sind parallel.
Dann ist auch das dritte Paar von Gegenseiten parallel.

Anders geschrieben:
Voraussetzung: 1,2,31 g, I h; 1',2',3' 1 4, I g; mit g(1,2') || g(1',2)
und g(1,3) || g(1', 3).
Dann gilt: ¢(2,3') || g(2', 3).

Figur 26
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7.2 Kleiner Satz (p) von Pappus-Pascal
Die Voraussetzungen sind analog zu denen von (P) mit dem Un-

terschied, daB8 die Trdgergeraden g und A jetzt parallel sind. Die
Folgerung ist dieselbe.

3' 1/ 2/ ﬁ_

Figur 27

Bemerkung. Aus (P) folgt (D), und aus (d) folgt (p). Zusammen
mit 2.4 gilt also: Aus (P) folgt (D), (d) und (p).
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7.3 Beweisskizze zu 4.9 (17): Fir alle o € Sz gilt
d"rznd'—l = TZ0R-

Vgl. Figur 28. Wir betrachten den Fall Z # X [ g(Z,R), R # Z.

r(a"‘xb)=x'l va ‘/G'Q

' X

S

z R eR
Figur 28

o sei durch R — oR bestimmt. Man beachte, da ¢~! X auf
9(Z, X) liegt. Sei Q := 1zr(¢~'X). Dann gilt:
(a) 9(Z,R) || g(c7'X,Q) und b) g(Z,07'X) || 9(R, Q).
Wendet man o auf Q an, so erhdlt man
0Q = opr)(Q) = o(rzro ™' (X)).

Die Konstruktion von X = o(¢~'X) mit der Darstellung ¢ = ag(,q)
fiir o ergibt:

(c) 9(X,0Q) || 9(c7'X, Q) || 9(Z, R) (nach (a))
X liegt auf g(Z,07'X) = 9(Z, X) || 9(R, Q) (nach (b))

Wegen der Konstruktionsvorschrift fir o gilt

(d) 9(R,Q) |l 9(¢R,0Q).
Da g(Z,R) = g(Z,0R) ist, gilt insgesamt:

9(Z,0R) || 9(X,0Q) (vgl. (c)) und g¢(Z,X)| g(¢R,0Q).
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Damit ist (Z,0R,X,0Q) = (Z,0R,X,072r0"'X) ein Parallelo-
gramm, woraus folgt

Tz,RX = UTZRU_IX.

Das kann man auch fiir andere Lagen von X zeigen, so da8 folgt:
orzro”! ist eine Parallelverschiebung, die mit 77,5 {ibereinstimmt.
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